


2 

1
0
⋮
1

 
+1 

or 

-1 

𝒙 
𝑦 

𝒙 ∈ ℝ𝑑 



3 

1
0
⋮
1

 

𝒙 𝒙 ∈ ℝ𝑑 

 
+1： 𝒙 ⋅ 𝒘 ≥ 0
−1： 𝒙 ⋅ 𝒘 < 0

 

重みベクトル 

𝒘 ∈ ℝ𝑑 

+1 
or 

-1 

𝑦 



4 
…

 
…

 
𝒙 

𝑥1 

𝑥2 

𝑥𝑑 

𝑤1 

𝑤2 

𝑤𝑑 

𝑦 

がしきい値０を超えたら+1を出力 
０未満ならば-1を出力するノード 

𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + ⋯𝑤𝑑𝑥𝑑 

𝒘 





 (x, y) 

 x: 入力ベクトル 

 y: 出力ラベル 



 {(x1, y1), (x2, y2), … (xn, yn)} 
5 

訓練事例集合の中の訓練事例を前から順番に１つずつ取り出し， 
入力ベクトルxiをパーセプトロンに入力． 
yiと同じラベルが出力できれば何もしない． 
yiと同じラベルが出力できなければ重みベクトルを即時更新する 





 (x, y) 

 x: 入力ベクトル 

 y: 出力ラベル 



 {(x1, y1), (x2, y2), … (xn, yn)} 
6 

訓練事例集合の中の訓練事例を前から順番に１つずつ取り出し， 
入力ベクトルxiをパーセプトロンに入力． 
yiと同じラベルが出力できれば何もしない． 
yiと同じラベルが出力できなければ重みベクトルを即時更新する 





 w(0) = 0 
 



 重みベクトルw(t)で訓練事例集合中の要素を

全て正しく分類できるまで以下を繰返し実行 

for i=1 to n 

if yi(w(t)・xi) ≦ 0: 

w(t+1) = w(t) + ηyixi 

else: pass 
7 

 t : 重みの変更回数 
 i : 今見ている事例の添え字 
η: 学習率（η>0） 





8 

𝒘(𝑡+1) = 𝒘(𝑡) +  𝜂𝑦𝑖𝒙𝑖 

𝑖𝑓 𝑦𝑖(𝒘
(𝑡) ⋅ 𝒙𝑖) ≤ 0 ∶ 





 更新後のw(t+1)をもう一度 if文の条件式に入れ

てみると… 

9 

𝑦𝑖(𝒘
(𝑡+1) ⋅ 𝒙𝑖) = 𝑦𝑖(𝒘

(𝑡) + 𝜂𝑦𝑖𝒙𝑖) ⋅ 𝒙𝑖) 

= 𝑦𝑖(𝒘
(𝑡) ⋅ 𝒙𝑖 + 𝜂𝑦𝑖(𝒙𝑖⋅ 𝒙𝑖)) 

= 𝑦𝑖(𝒘
(𝑡) ⋅ 𝒙𝑖) + 𝜂𝑦𝑖

2(𝒙𝑖 ⋅ 𝒙𝑖) 

 t : 重みの変更回数 
 i : 今見ている事例の添え字 
η: 学習率（η>0） 

xi≠0ならば 
必ず0よりも大きい 

> 𝑦𝑖(𝒘
(𝑡) ⋅ 𝒙𝑖) 

if文に引っかからないよう，条件式の中身が正
の値に向かって更新されている 



10 2008年度D-Lec 「DMLA Tutorial オンライン学習アルゴリズム（渡邉陽太郎）」より抜粋 



11 2008年度D-Lec 「DMLA Tutorial オンライン学習アルゴリズム（渡邉陽太郎）」より抜粋 



12 2008年度D-Lec 「DMLA Tutorial オンライン学習アルゴリズム（渡邉陽太郎）」より抜粋 



13 2008年度D-Lec 「DMLA Tutorial オンライン学習アルゴリズム（渡邉陽太郎）」より抜粋 



14 

今，一番最初の更新で重みベクト
ルがこんな感じであるとする 
一番最初の入力ベクトルと一致 

𝒘(1) η=1 



15 

次の事例は+1なのに，-1に分類
してしまった！ 

η=1 𝒘(1) 



16 

更新したけど，まだ誤分類のまま！ 

η=1 𝒘(1) 
𝒘(2) 



17 

ベクトルの足し算の図形的意味から， 
赤のベクトルの長さが，限りなく０に近づくと，緑のベクトル
はどんどん青のベクトルに近づいていく． 
＝ 分離平面の回転角が小さくなる 

η=1 𝒘(1) 
𝒘(2) 



18 







 訓練事例を全て正しく分類 

 分離平面上に訓練事例は１つも乗っていない 

 長さ＝１  
 （重みベクトルの長さは分離平面の傾きとは無関係） 19 

𝒘∗ = 1 

∀𝑖　𝑦𝑖 𝒘∗ ⋅ 𝒙𝑖 > 0 



20 

𝒙 =  𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯+ 𝑥𝑑
2 

𝒙 ∈ ℝ𝑑 

より， 

𝒙 2 = 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯+ 𝑥𝑑
2 

= 𝒙 ⋅ 𝒙 





 パーセプトロンは有限時間で学習を完了する 

21 

重みベクトルの更新回数 𝑡 ≤
𝑅2

𝛾2
 

R: 訓練事例中で最も長いベクトルの長さ 
γ: 学習後に得られる分離平面から最近傍の訓練 

  事例までの距離（マージン） 



22 

γ 

Ｒ 



 i (xi, yi)
t

23 

𝒘(𝑡) 2
= 𝒘(𝑡) ⋅ 𝒘(𝑡) 

= (𝒘 𝑡−1 + 𝜂𝑦𝑖𝒙𝑖) ⋅ (𝒘
𝑡−1 + 𝜂𝑦𝑖𝒙𝑖) 

= (𝒘 𝑡−1 ⋅ 𝒘 𝑡−1 ) + 2𝜂𝑦𝑖(𝒘
𝑡−1 ⋅ 𝒙𝑖) + 𝜂2𝑦𝑖

2(𝒙𝑖 ⋅ 𝒙𝑖) 

= 𝒘 𝑡−1 2
+ 2𝜂𝑦𝑖(𝒘

𝑡−1 ⋅ 𝒙𝑖) + 𝜂2 𝒙𝑖
2  

≦0 (if文に引っか
かっているから) 

η>0 

≤ 𝒘 𝑡−1 2
+ 𝜂2 𝒙𝑖

2  



24 

𝒘(0) = 𝟎より 

𝒘(𝑡) 2
≤ 𝒘 𝑡−1 2

+ 𝜂2 𝒙𝑖
2 

𝒘(𝑡) 2
≤ 𝑡𝜂2𝑅2 

R: 訓練事例中で最も長いベクトルの長さ 

・・・ ① 





w* 

 線形分離可能なら，そういったw*が存在する 

 w* は | w* |=1 になるようスケーリングされてい

るとする 

 (分離平面の傾きはノルムの長さには依存しないので) 

 

25 



26 

𝒘∗ ⋅ 𝒘 𝑡 = 𝒘∗ ⋅ (𝒘 𝑡−1 + 𝜂𝑦𝑖𝒙𝑖) 

= (𝒘∗ ⋅ 𝒘 𝑡−1 ) + 𝜂𝑦𝑖(𝒘
∗ ⋅ 𝒙𝑖) 

= (𝒘∗ ⋅ 𝒘 𝑡−1 ) + 𝜂𝑦𝑖( 𝒘∗ ⋅ 𝒙𝑖 − 𝒘∗ ⋅ 𝒙∗ ) 

𝒙𝑖 − 𝒙∗ 

= (𝒘∗ ⋅ 𝒘 𝑡−1 ) + 𝜂𝑦𝑖(𝒘∗ ⋅ (𝒙𝑖 − 𝒙∗)) 

w*と(xi-x*)のなす角をθとすると 
cosθとyiは符号が反対になる 

= (𝒘∗ ⋅ 𝒘 𝑡−1 ) + 𝜂 𝒘∗ (𝒙𝑖 − 𝒙∗)  



27 

𝒘∗ ⋅ 𝒘 𝑡 = (𝒘∗ ⋅ 𝒘 𝑡−1 ) + 𝜂 𝒘∗ (𝒙𝑖 − 𝒙∗)  

= (𝒘∗ ⋅ 𝒘 𝑡−1 ) + 𝜂 (𝒙𝑖 − 𝒙∗)  

≥ (𝒘∗ ⋅ 𝒘 𝑡−1 ) + 𝜂𝛾 

𝒘(0) = 𝟎より，𝒘∗・𝒘(0) = 𝟎なので， 

γ：w*がなす分離平面から最近傍の訓練事

例までの距離（マージン） 

𝒘∗ ⋅ 𝒘 𝑡 ≥ 𝑡𝜂𝛾 ・・・ ② 



28 

𝒙, 𝒚 ∈ ℝ𝑑 のとき， 

(𝒙 ⋅ 𝒚)2≤ 𝒙 2 𝒚 2 

より，式①と式②を組み合わせて， 

𝒘(𝑡) 2
≤ 𝑡𝜂2𝑅2 ・・・ ① 

𝒘∗ ⋅ 𝒘 𝑡 ≥ 𝑡𝜂𝛾 ・・・ ② 



29 

= 𝒘 𝑡 2
≤ 𝑡𝜂2𝑅2 

𝑡2𝜂2𝛾2 ≤ 𝒘∗ ⋅ 𝒘 𝑡 2
 ・・・ ②’ 

≤ 𝒘∗ 2 𝒘 𝑡 2
 

・・・ ① 

𝑡2𝜂2𝛾2 ≤ 𝑡𝜂2𝑅2 

𝑡 ≤
𝑅2

𝛾2
 学習率ηは収束とは無関係 

つまり，０よりも大きな値ならば何でもいい 



収
束
ま
と
め 

 
 

シ
ュ
ワ
ル
ツ
の 

 
 

 
 

不
等
式
に
よ
り 

  
 

い
つ
か
は
止
ま
る 
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